




 
Mynd 4 Mynd einingarferningsins eftir skekkingu um þáttinn 1 í x – stefnu.  

Verkefni: Endurtakið verkefnið á undan fyrir þjappanir og útvíkkanir í x og y stefnur. Þessi fylki er á 
forminu 𝑘 0

0 1   og  1 0
0 𝑘 .  

Hægt er að flytja inn ljósmyndir í GeoGebru með því að nota verkfærið . Eftir að mynd hefur 
verið flutt inn er hægri smellt á hana til að festa hornpunkta. Síðan má nota skipunina BeitaFylki[fylki, 
mynd] til að beita vörpun á ljósmyndina.  

 
Mynd 5  Mynd af Wikipedia Commons, http://en.wikipedia.org/wiki/File:Carl_Friedrich_Gauss.jpg 

Verkefni: Prófaðu að gera þetta við uppáhaldsljósmyndina þína. 

4 Æfingar 
Búið til vinnublað með bæði teikniborð opin. Skilgreinið fylki 𝑀 =    𝑎 𝑏

𝑐 𝑑  með því að nota fjórar 
rennistikur a, b, c og d. Búið til einingarferning á teikniborði 1 og merkið hornpunktana með A, B, C 
og D. Beitið fylkinu á ferninginn og látið myndina birtast á teikniborði 2. Notið rennistikurnar til að 
leysa dæmin hér á eftir (úr [1]  bls. 293). 

Finnið fylki fyrir vörpunina sem gefin er fyrir neðan. Reiknið ákveðu fylkisins, annað hvort í hönd–
unum eða með því að nota skipunina Ákveða í GeoGebru og berið niðurstöðuna saman við flatarmál 
myndarinnar á teikniborði 2.  

a) Herping um þáttinn  !
!
.  

b) Þjöppun í x – stefnu um þáttinn  !
!
. 

c) Útvíkkun í y – stefnu um þáttinn 6. 

d) Skekking í x – stefnu um þáttinn 3. 

e) Stríkkun með þættinum 5. 



f) Útvíkkun í x – stefnu um þáttinn 3.  

g) Þjöppun í y – stefnu um þáttinn !
!
. 

h) Skekking í y – stefnu um þáttinn 2. 

Lýsið rúmfræðilegum áhrifum vörpunnar sem gefin er með fylkinu:  

a) 
− !

!
!
!

− !
!

− !
!

     b) 
− !
!

!
!

!
!

!
!

  c)  3 0
0 1       d)  1 0

3 1  

Reiknið ákveður fylkjanna í a) og b).   

5 Samsetning varpanna 
Ef T og S eru línulegar varpanir ℝ!   →   ℝ! þá er samsetning S og T línulega vörpunin 𝑆 ∘ 𝑇 =
𝑆     𝑇 𝑢  þar sem u er stak í ℝ!. Ef N er fylki S og M er fylki T þá er fylki samsettu vörpunarinnar  
NM, þ.e.a.s. er margfeldi fylkjanna tveggja.  

Til að skoða slíka samsetta vörpun væri gott að hafa þrjú teikniborð en það er ekki hægt í núvarandi 
útgáfu GeoGebru.   

Við skilgreinum tvö fylki, N og M, með því að nota 8 rennistikur og beitum fylkinu M á 
einingarferninginn þannig að myndin sé á teikniborði 1. Beitum því næst fylkinu N á myndina og 
látum myndina af því birtast á teikniborði 2. Við snúum síðan við röð fylkjanna og gerum eins.  

 
Mynd 6 Samsetning varpanna: á teikniborði 1 er usq einingarferningurinn, rusq er myndin sem fæst 

þegar N er beitt og susq er myndin þegar M er beitt.  

Við sjáum, á teikniborði 2, að myndir einingarferningsins undir samsettu vörpunum MN og NM eru 
ekki þær sömu. Í algebruglugganum sjáum við að margfeldin MN og NM eru ekki jöfn. 

Verkefni: Búið til vinnublaðið hér fyrir ofan. Gerið tilraunir með mismunandi gildi á rennistikunum. 
Eru einhver gildi sem gefa sömu mynd á teikniborði 2? 



Við sáum hér á undan að það má setja saman einfaldar línulegar varpanir (s.s. snúning, speglun osfrv.) 
á óteljandi vegu. Öfugt, má spyrja hvort hægt sé að skrifa sérhverja línulega vörpun sem samsetningu 
af einföldum vörpunum? Samkvæmt setningunni hér fyrir neðan er það einmitt svo [1]: 

Theorem 6.4.4  Ef A er andhverfanlegt 2x2 fylki þá er mótsvarandi línuleg vörpun á ℝ! samsetning 
skekkinga, þjappana og útvíkkana í stefnu hnitaásanna og speglana um hnitaásana og um línuna y = x. 
(p. 311) 

Við skoðum 𝐿 =    2 1
1 0  og reynum að skrifa fylkið sem samsetningu varpanna eins og talað er um í 

setningunni hér fyrir ofan. 

 
Mynd 7 Mynd einingarferningsins undir vörpuninni sem fylkið L skilgreinir. Merkt með rauðu er 

punkturinn 𝐵! sem er mynd punktarins 𝐵. 

Ef horft er á myndina gæti þetta litið út fyrir að vera skekking í x – stefnu um þáttinn 2. Ef við hins 
vegar beitum slíkri skekkingu á einingarferninginn fáum við myndina hér fyrir neðan.  

 
Mynd 8 Merkt með rauðu er hornpunkturinn 𝐷!!  sem er myndin af punktinum 𝐷. 

Þetta er sami samsíðungur og áður en hornpunktarnir eru ekki eins, t.d. þá er hornpunkturinn í efra 
vinstra horni myndarinnar D en á myndinni á undan var samsvarandi punktur B.  Það lítur því út fyrir 
að við verðum að skipta á punktunum D og B áður en við beitum skekkingunni en það er nákvæmlega 
það sem speglun fyrst um línuna 𝑥   =   𝑦 gefur okkur. Við skilgreinum því fylkið  𝑁 =    0   1

1 0 , sem 
er speglun um línuna 𝑥   =   𝑦 og beitum því áður en við beitum skekkingunni.  



 
Mynd 9 Fylkinu N er beitt á einingarferninginn (usq), þetta gefur einingarferninginn rusq sem við 

beitum M á og fáum samsíðunginn srusq. 

Samsíðungurinn er nákvæmlega samsíðungurinn sem við fáum þegar við beitum fylkinu L. Við getum 
nú notað fylkjamargföldun til að ganga úr skugga um að M*N = L. 

Fyrir flóknara fylki er ekki svona auðvelt að þátta það sem margfeldi einfaldra fylkja. Við skoðum 
fylkið 𝐿 =    1 −3

4 6  og skrifum það sem samsetningu þjappanna, útvíkanna, speglanna og skekkinga. 
Við leysum þetta algebrulega með því að nota raðaðgerðir eins og sýnt er hér fyrir neðan:  

 

𝐿 =    1 −3
4 6   ⟶    1 −3

0 18   ⟶    1 −3
0 1   ⟶    1 0

0 1  

 

Ör 1: við margföldum fyrstu röðina með 4 og drögum frá síðari röðinni. Þetta svarar til þess að 
margfalda L með einfalda fylkinu 𝐸! =   

1 0
−4 1  svo annað fylkið er 𝐸!𝐿.  

Ör 2: deilum í  röð 2 með 18 sem er það sama og að margfalda með einfalda fylkinu 𝐸! =   
1 0
0 !

!"
 

svo þriðja fylkið er 𝐸!𝐸!𝐿.   

Ör 3:  margföldum röð 2 með 3 og leggjum við röð 1. Þetta er það sama og að margfalda með einfalda 
fylkinu 𝐸! =   

1 3
0 1 . 

Við höfum því: 𝐸!𝐸!𝐸!𝐿 = 𝐼   svo   𝐿 =   𝐸!!!𝐸!!!𝐸!!! =     
1 0
4 1    1 0

0 18
1 −3
0 1  sem gefur að 

vörpunin L er samsetning af: 

• Skekkingu í neikvæða x – stefnu með þættinum 3  

• Útvíkkun í y – stefnu með þættinum 18 

• Skekkingu í y – stefnu með þættinum 4 



 
Mynd 10 Vörpunin L gefin sem samsetning einfaldra varpanna. 

 

6 Eigingildi og eiginvigrar 
Við byrjum á að gefa skilgreiningu á eigingildum og eiginvigrum ([1], bls. 211): 

Ef A er 𝑛×𝑛 fylki þá kallast tala 𝜆 eigingildi A ef til er ekki-núll vigur x þannig að 𝐴𝑥 =   𝜆𝑥. Ef 𝜆 er 
eigingildi A, þá kallast sérhver ekki-núll vigur x sem uppfyllir 𝐴𝑥 =   𝜆𝑥, eiginvigur A tilheyrandi 
eiginigildinu 𝜆. 

Við sýnum nú hvernig hægt er í GeoGebru að skoða myndrænt eiginvigra 2 x 2 fylkis. Við búum til 
vinnublað með fylki 𝑀 =    𝑎 𝑏

𝑐 𝑑  þar sem a, b, c og d eru rennistikur eins og áður. Við búum til 
einingarhring með hringverkfærinu og notum punktaverkfærið til að búa til punkt C á 
einingarhringnum. Við notum línuverkfærið til að skilgreina línu f gegnum (0,0) og C. Við notum 
skipunina BeitaFylki[M, f] til að fá f’, mynd línunnar f undir vörpuninni og BeitaFylki[M, C] til að fá 
myndina af C. Allt þetta er gert á teikniborði 1 svo við veljum mismunandi liti (rautt og blátt) til að 
aðgreina línurnar. Við notum nú hreyfiverkfærið til að hreyfa punktinn C eftir einingarhringnum. Þá 
hreyfast bæði bláa og rauða línan.  

 
Mynd 11 Bláa línan er mynd rauðu línunnar. 



 
Mynd 12 OC er eiginvigur línulegu vörpunarinnar. 

Þegar línurnar falla saman þá höfum við að vigrinum OC er varpað í margfeldi af sjálfum sér svo við 
höfum eiginvigur. Til að finna eigingildið þá deilum við í lengd OC’ með lengd OC. 

Verkefni: Búið til vinnublaðið fyrir ofan og prófið þetta fyrir fylkin sem gefin voru í æfingunum hér á 
undan. Hafa skekkingar og snúningar eiginvigra?  

 

7 Tvinntöluvarpanir 
Við getum skoðað varpanir frá C, tvinntölunum, yfir í C með svipuðum aðferðum og notaðar voru í  
Könnun 2 x 2 fylkja – fyrri hluti til að skoða varpanir (ólínulegar) frá ℝ!  yfir í ℝ!. Skoðum til dæmis  
vörpunina sem er skilgreind með 

𝑧  ⟶    !!!
!!!

. 

Við opnum vinnublað með bæði teikniborð opin, skilgreinum línu og punkt F á línunni. Við 
hægrismellum á F til að opna Eiginleikar.. og undir flipanum Algebra veljum við Tvinntala. 

Við smellum því næst á teikniborð 2 og skrifum z = (F + 2)/(F - 1) í inntaksreitinn. Við hægrismellum 
á z og veljum Slóð sýnd og því næst drögum við punktinn F eftir línunni.   

 

Mynd 13 Mynd af hluta línu undir tvinntöluvörpuninni  𝑧  ⟶    !!!
!!!

 



Við getum líka skilgreint punkta á einingarhringnum og einingarferningnum og skilgreint gildi mynda 
þeirra undir vörpuninni á teikniborði 2. Hér fyrir neðan eru slóðirnar sýndar. 

 

Mynd 14 Mynd hluta línu, hrings og jaðars einingarfernings undir tvinntöluvörpuninni 𝑧  ⟶    !!!
!!!

 

 

Verkefni: Notið aðferðirnar hér fyrir ofan til að skoða tvinntöluvarpanirnar  

a) 𝑧  ⟶    !!!
!!!

 

b) 𝑧  ⟶    𝑧! 

c) 𝑧  ⟶   𝑧 + !
!
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