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Det hgje tree

John Andersen, Lareruddannelsen i Aarhus, VIA

| dette kapitel lokaliseres et objekt i verden uden for undervisningslokalet ved hjelp af metoder fra den
analytiske geometri. Det meste af det matematiske baggrundsmateriale repeteres i afsnit 2. Formelt set
bruges kun dele af matematikken fra afsluttende trin i folkeskolen, men allivel vil mange nok opleve
arbejdet med dette stof kraevende, fordi scenen henlaegges til Arhus og omegn. Der kreves
koncentration hvis man ikke vil risikere at miste fokus.

Brug af hjelpemidler som GPS, Google Earth, GeoGebra og digital kamera udger en vigtig del af
arbejdet.

1 Opgaven: Find det hgje tree

Fra mange steder i Aarhus og omegn kan se et hgjt tree rage op over de andre treeer i skoven syd for
byen, men hvis du gér tur der ude kan du ikke se treeet fordi dets krone skjules af de omkringstaende
treeer.

En af mine venner henledte min opmarksomhed pa treeet en forarsdag hvor vi ngd en kop kaffe pa en
cafe ved Marselisborg Marina. Han fortalte at han en gang opfordrede nogle studerende til at prgve at
lokalisere traeet. Mere fik vi ikke talt om traeet ved den lejlighed.

Da jeg senere teenkte lidt over hvad han havde fortalt besluttede jeg at afprave opgaven pa mig selv for
at udforske de matematiske muligheder der matte gemme sig i en sadan opgave.
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Fig. 1 Udsigt mod syd fra en bglgebryder ved Marselisborg Lystbadehavn. Et forstarret udsnit af
billedet viser det omtalte tree.

Her i forérssemestret ved Lereruddannelsen i Arhus stod bl.a. emnet analytisk geometri pa
dagsordenen. Det var nok derfor at mine tanker gik i retningen af skaerende linjer og
koordinatsystemer. Jeg ville gribe opgaven an pd en made som senere skulle kunne bruges i min
undervisning og ogsa gerne inspirere andre.

Nedenfor viser jeg eksempler pa forskellige mader at lgse traditionelle opgaver fra analytisk geometri
pa afsluttende trin i folkeskolen og pa gymnasieniveau.
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2 En klassisk opgave fra den analytiske geometri

Opgave

Punkter A, B, C og D er | et retvinklet koordinatsystem givet ved koordinatsaettene A(1,3), B(5,2),
C(2,7) og D(4,6). Linjerne 1 og m tegnes gennem henholdsvis AB og CD. Bestem de to linjers
skaeringspunkt.

2.1 Traditionel lgsning med papir og blyant

Du tegner koordinatakser pa et stykke kvadreret papir og afsetter punkterne A, B, C og D. Sa tegner
du linjerne | og m - og stopper brat op - ah nej! Skaringspunktet kommer til at ligge uden for papirets
kant. @v!

\ﬁ s
\:\?
\
L \\\ \

T
=% \\

|
Fig. 2 Bestemmelse af skaringspunktet mellem linjerne | og m.
Farste forsgg: Fiasko pa grund af uhensigtsmaessigt design.

Nogle elever synes at matematik er treels fordi den slags sker hele tiden. Men det hgrer med til legen.
Matematiske succeser bygger pa mange "ommere". Man lzrer af sine forsgg og tilhgrende fejl sd man
ma op pa hesten igen og lave en ny tegning hvor erfaringerne fra den farste udnyttes. Man kan f.eks
dreje papiret 90° og preve igen.

a!

Fig. 3 Med et nyt koordinatsystem pa et nyt stykke papir gar det noget bedre.
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Denne gang lykkes det. Koordinatsettet til skeeringspunktet aflaeses til S(19,-1.5). | hvert fald hvis du

afrunder til neermeste gitterpunkter - og hvis du fra andre opgaver er vannet til "pane" tal er det nok
det du ender med at gare ©.

I afsnit 2.3 ser vi pa hvorledes teknologiske hjelpemidler hjalper os til at slippe nemmere af sted med
at lave ting om nar vi eksperimenterer med matematik

2.2 Traditionel lgsning ved hjeelp af algebra: Linjens ligning

En mere avanceret lgsningsmetode der dog stadig ligger inden for sluttrinnets reekkevidde bestar i at

man opstiller en ligning for hver af de to linjer og lgser med hensyn til x og y. Fig. 4 viser en autentisk
udregning med denne fremgangsmade.

A3 BG) €(2,7) DY)

{: Y=o Xt gy MY = AN
o(Q:,é___:._?’:%{l:—é, %M:.%:‘z‘:_;:
Ej-;-~:',x+$a Y R
S arsyerrCAn G b-(37) = 8

Fig. 4. En god gammeldags lgsning med bogstavregning.

Pa grund af de "peane" tal kan opgaven klares uden alt for meget bgvl selv om mange 15 arige nok vil

opleve det som en nasten uoverstigelig udfordring, men nogle vil have forudsetninger for at forsta og
udfgre det.
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2.3 Lasning ved hjeelp af dynamisk geometrisoftware

Hvis man burger et dynamisk geometriprogram som f.eks. GeoGebra vil tegnearbejdet blive meget
lettere at gennemfeore og mere preecist. Desuden bliver det meget nemmere at tilpasse
malestoksforholdet sa de vigtige ting kan ses pa skaeermen - og pa papiret hvis der skal printes.
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Fig. 5 Skeermbillede fra bestemmelsen af skaeringspunktet ved hjelp af GeoGebra.

Indbyggede veerktgjer i GeoGebra burger internt | computeren algebraiske metoder. Brugeren behgver
ikke at beherske al den algebra men ngjagtigheden fra afsnit 2.2 kan man alligevel opna ved at
aktivere de relevante veerktajer osv. med museklik. Her skriver jeg ikke mere detaljerne fordi du andre
steder i bogen kan finde en masse om GeoGebra.

2.4 Kun beregninger - tegningerne treeder | baggrunden

Et program som GeoGebra ger det muligt at foretage alle in- og output pa algebraisk form. Det kan
vaere en fordel nar grafikken bliver mere eller mindre uhandterlig f.eks. pa grund af store tal.

Fig. 6 viser hvad man kan ngjes med at skrive | programmets inputlinje for at finde skaringspunktet
mellem de to linjer | og m. (<! betyder at man trykker pa ENTER-tasten.).

A= (1,3
B=(52)+
C=(27+
D=(4,6)«

| = Line[A,B] +

m = Line[C,D] +

S = Intersect[l,m] +!

Fig. 6 Disse indtastninger resulterer i at man far beregnet skaringspunktet.

3 Lokalisering af det hgje tree
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Teorien overvejelser: Jeg finder ude i landskabet et passende punkt A hvorfra traeet kan ses og derpa
veelger jeg et igjnefaldende punkt B pa sigtelinjen fra A til treeet. P4 samme made valges punkter C og
D. Nar man pa et kort indtegner linjer gennem AB og CD kan treeet findes som disse linjers

skeeringspunkt.
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Fig. 6 Overvejelser vedrgrende en metode til at lokalisere traeet - se ogsa Fig. 3.

Jeg beslutter mig for at bruge min handholdte GPS til at male UTM-koordinaterne for punkterne. Sa
kan jeg beregne skeringspunktet S med metoden fra afsnit 2.4. Du kan laese mere om GPS i [1] og i
[2] kan du lese mere om UTM-koordinater og analytisk geometri. Jeg foreslar disse artikler som

forudsaetning og/eller statte for det falgende.

3.1 Punkterne A, C og deres koordinatseet.

Ved Hasle - en nordvestligt beliggende forstad til Aarhus - er et omrade der kaldes Hasle
Bakkelandskab. Der er nogle kunstige bakketoppe hvorfra man har en imponerende udsigt over
Aarhus og omegn. Pa den hgjeste bakketop veelges punktet A hvorfra udsigten mod sydast er vist pa

Fig. 11.
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Fig. 7 Udsigt mod sydgst fra den hgjeste bakketop (105 m over havet)
i Hasle Bakkelandskab. (10 x optisk zoom).

P& min GPS aflaser jeg koordinaterne for punktet A til 32V 570900 6225385. Jeg skal bruge et punkt
B pa sigtelinjen fra A ud til Det hgje tree. Det ser ud til at centrum for den nordgstlige gavl pa den hgje
bygning midt i billedet kan bruges sa jeg vil opsgge dette sted med henblik pa at afleese koordinaterne.
Mer om det i afsnit 3.2.

Som punkt C veelger jeg belgebryderen ved Marselisborg Lystbadehavn hvor jeg blev presenteret for
opgaven. Se Fig. 1. Koordinaterne afleeses til 32V 575805 6222243. Et tilhgrende punkt D pa
sigtelinjen til treeet finder jeg pa en lidt tricky made. Med kikkert og kamerazoom kan jeg se nogle
ekstra detaljer pa stranden foran skoven som vist pa Fig. 12.

Fig. 11 Udsnit af Fig. 1 taget med 10 x optisk zoom. Ser man omhyggeligt efter viser der sig en raeekke
balgebrydere langs stranden. Hvis det kniber med at se det sa prav at forstgrre billedet.
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| hgjre side af billedet ser du Sgsterhgj sendemasten som ma vaere ret let at lokalisere pa et godt kort.
Pa sigtelinjen til masten ses enden af en balgebryder optzlling viser at bglgebryder nr. 6 til venstre
herfor ligger pa linjen ud til treeet. Denne 6. balgebryder giver mig punktet D.

3.2 Koordinatseet for B and D

Boligblokken som jeg bruger til at repraesentere punktet B finder jeg pa Google Earth som vist pa Fig.
13.

i——

573342.06 mE.

6222738.17mN

S
(,.

endergade=a _V ey N : < ‘aen
Fig. 12 Boligblokken fra Fig. 11 med punktet B markeret med en gul Google Earth-nal. Veda t
hgjreklikke pa nalen og veelgen "Egenskaber" far jeg mulighed for at afleese koordinatsattet.

Koordinatseettet for B afleeses som 32V 573342 6222738. Bemerk at man i Google Earth under
Indstillinger kan veelge mellem flere enheder for geografiske positioner - bl.a. UTM koordinater.

Vis breddegrad/lzengdegrad
(") Decimalgrader

() Grader, minutter, sekunder
() Grader, decimalminutter
@ Universal Transverse Mercator

Fig. 14 Udsnit af valgmuligheder i Google Earth menuen Funktioner > Indstillinger....

Pa dette sted vil nogen nok indvende: Hvis du kan tillade dig at bruge Google Earth til at aflaese
koordinatsattet for B hvorfor sa ikke bare gare det samme med Det hgje tree og slippe for en masse
bagvl. Svaret til dem er at Google Street Wiev ikke er kommet ret langt ud i skoven endnu. Der er ingen
3D billeder fra skovene og alle traer ser ens ud set fra oven i 2D. Man kan ikke finde Det hgje tre pa
Google Earth sd vi ma i stedet bruge meget igjnefaldende steder som f.eks. en stor boligblok eller en
TV-sendemast med tilhgrende balgebrydere. De kan findes pa Google Earth kortene.
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Naeste skridt er at lokalisere bglgebryderen fra Fig. 12 pa Google Earth kortet. Ved at tegne en ret linje
fra Sesterhgj senderen til punktet C pa Marselishorg lystbadehavn med det tegneveerktgj der er
indbygget i Google Earth kan man finde frem til den.

IF y oy - 4
0 Marselisborg-Marina

N

COWI A/S, DDO
/ 1 Google
= Ima 11 TerraMetrics

Fig. 15 Hjeelpelinje til at lokalisere balgebryderen pa sigtelinjen fra C til
Sgsterhgjsenderen som omtalt i Fig. 12.

Dernaest zoomer jeg ind pa stranden med balgebryderne og teeller mig frem til balgebryder nr. 6 som
vist pa Fig. 16.

32V

575920.19 mE

6220469.79mN

Fig. 16 Her er der zoomet ind pa den vigtige del af Fig 15 og en gul nal er placeret ved balgebryder nr.
6 for at markere punkt D. En boks med koordinaterne er sat ind i billedet.
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Koordinatseettet til balgebryder nr. 6 (endepunkt) aflaeses til 32 V 575920 6220470

3.3 Beregning af linjernes skeeringspunkt S

Bortset fra vandreturen i skoven hen til det hgje tree er det hardeste arbejde faktisk at fa fat pa

koordinaterne til punkterne A, B, C and D. Nar farst man har dem kan metoden fra afsnit 2.4 bruges til
at beregne koordinatsattet til S.

A = (570900 6225385)+
B = (573342 6222738)
C = (575805 6222243) +
D = (575920,6220470) +
| = Linje[A,B]
m = Linje[C,D] «
S = Skearing [I,m] «
Fig. 17 Skaering mellem sigtelinjer beregnet med metoden fra Fig. 6 i afsnit 2.4

.. Free Objects

- @ A=(570900, 6225385)

@ B=(573342,6222738)

~ @ C=(575805,6222243)

- @ D=(575920,6220470)

.. Dependent Objects

- @ §=(575956.73, 6219903.77)
W 1. 2647x + 2442y = 16713562470
@ m:1773x + 115y = 1736460210

Fig. 18 Her ser du en del af algebravinduet fra GeoGebra.
Beregningerne giver koordinatsettet (575957, 6219904) til skaeringspunktet S.
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Fig. 19 Sigtelinjer gennem AB og CD og det beregnede skaringspunkt S afsat i Google Earth.
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4 Langt ude | skoven

Nu skal resultaterne af det hele prgves af ude i den fysiske verden. De beregnede koordinater skrives
ind i GPS-en og jeg cykler af sted i den retning som GPS-pilen peger. Den faglgende billedserie viser
nogle skridt pa vejen.

& S &

P

Fig. 20 Sidste del af turen til det hgje tree.
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Fig. 21 GPS-en ligger ved foden af det hgje tree og viser en afstand pa 16 m
til den beregnede position S.

Fig. 22 Selv nar man star lige under traeet er det ikke let at se hvor meget det faktisk rager op over de
omkringstaende traeer. Kun pa stor afstand kann man se den virkelige forskel pa det hgje tree og resten
af skoven. — Se Fig. 1 og Fig. 11

GPS-koordinater til Det hgje Trae afleses til 32V 575954 6219919. Tastes diss koordinater ind i
GeoGebra kan man beregne afstanden mellem linjernes skaeringspunkt S og traeets position T.

. Free Objects

~ 9 A=(570900,6225385)

- @ B=(573342, 6222738)

@ C=(575805,6222243)

@ D=(575920, 6220470)

@ T=(575954, 6219919)

. Dependent Objects

- @ §=(575956.73, 6219903.77)
-0 d=15.47

- I 2647x + 2442y = 16713562470
“ @ m:1773x + 115y = 1736460210
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Fig. 23 Beregning af afstanden |[ST| mellem det beregnede skaringspunkt S og Det hgje tree T med
koordinater aflest pa GPS-en liggende ved treeets fod.

Beregningerne resulterer i en afstand pa d = 15,5 m i overensstemmelse med Fig. 21.
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