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GPS-geometri i det fri 

John Andersen, Læreruddannelsen i Aarhus, VIA 

 

Som beskrevet i et andet kapitel [9] muliggør GPS-teknologi at man sporer ture rundt i landskabet. I 

dette kapitel vel jeg prøve at vende problemstillingen 180 rundt og fastslå hvilken geometrisk form 

mit spor skal have før jeg begiver mig ud i felten. Beslutningen om at gøre dette blev taget efter en 

joggingtur ved Kastellet i København. 

 

Fig. 1 Udsnit af informationstavle opstillet et sted i København. 

Kastellet er en meget kendt turistattraktion og man ser mange referencer til det, f.eks. i dette logo på 

Fig. 2 

 

Fig. 2 Logo for Foreningen til Hovedstadens Forskønnelse [3] 

 

 

Fig. 3 Kastellet set fra oven [4] 
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Modelling optical lenses with Dynamic Geometry Software 
Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Der er offentlig adgang til fortet og stierne omkring det er et populært sted at gå tur eller jogge. Jeg 

sporede min tur en dag med håndholdt GPS-modtager og efter at have uploadet sporet til Google Earth 

dukkede billedet af bl.a en stjerneformet del af ruten. 

 

Fig. 4 Spor fra min joggingtur 19. marts 2011 

Man kan følge allerede anlagte ruter i landskabet og spore dem med GPS-modtager og efterfølgende 

studere deres form. Men man kann også gøre det modsatte: Begynd med en geometrisk form og 

planlæg en tur der vil frembringe netop den form på Google Earth efter at man har sporet turen 

medens man tilbagelægger den fysisk og efterfølgende uploadet den. 

1 GPS-sporing og geometrisk konstruktion 

Her kunne jeg nu gennemgå en masse teori og skrive en detaljeret trin-for-trin maual om "hvordan 

man gør". Det vælger jeg at lade være med. Som lærer er det jo min opgave at udsætte studerende og 

elever for udfordringer de aldrigt har stået i før så de kan lære af at tage dem op. For at det kan foregå 

nogenlunde autentisk må jeg også af og til udsætte mig selv for situationer hvor jeg giver mig i kast 

med noget jeg ikke helt ved hvor fører hen. 

Så jeg kaster mig lige ud i det og beskriver i det følgende den proces der fulgte med. [5] 

Den simpleste geometriske figur jeg næsten kan komme i tanker om er den ligebenede trekant så den 

begynder jeg med. 

Hvis jeg sad ved mit bord og løste opgaver ville jeg tage et stykke papir til at tegne på (eller evt. åbne 

GeoGebra) men til den her opgave har jeg brug for et nogenlunde fladt landskab. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Fig. 5 Et ubebygget industriområde ved Årslev Logistikpark er mit "papir" 

Så må jeg tænke lidt over hvordan man mon bærer sig ad med at "gå" en ligesidet trekant ude i 

marken. Navigering på en tur foregår ofte ved at man går et vist stykke i en bestemt retning. Derefter 

drejer man en eller anden vinkel og fortsætter i den retning osv. Før GPS holdt sit indtog brugte man 

f.eks. et kompas til håndtere vinkeldrejningerne og GPS-modtagere har også indbygget kompas, så 

denne metode kan stadig bruges. 

 

Fig. 6 Overvejelser om hvordan man "går" en ligesidet trekant 

Jeg beslutter mig for at jeg vil gå 100 meter i en bestemt retning og derpå dreje 120 mod uret og gå 

100 meter i den nye retning. Derpå vil jeg gå tilbage til mit udgangspunkt som jeg har gemt i min 

GPS-modtager som en stedsmarkør eller "waypoint" - det er ret almindeligt at bruge det engelske ord 

også på dansk. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Fig. 7 Det resulterende spor vist på Google Earth 

På Google Earth ligner resultatet faktisk en trekant men bestemt ikke en ligesidet trekant. Og det 

bliver ikke bedre at at forstørre den. 

 

Fig. 8 Forstørret udgave af den "ligesidede" trekant 

Der er brug for flere erfaringer så nu forsøger jeg mig med et regulært pentagram eller en femstjerne 

som mange vil kalde den. 

 

Fig. 9 Overvejelser om hvordan man "går" et regulært pentagram. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Fig. 10 Pentagramspor uploadet til Google Earth 

 

Fordi jeg havde gemt mit begyndelsespunkt i GPS-en kunne jeg godt finde "hjem" igen (hjørnet længst 

til venstre). Det ligner også et pentagram men i hvert fald ikke et reglulært. Hvis du ser godt efter på 

Fig. 10 bemærker du at jeg undervejs var nødt til at krydse Silkeborgvej. Denne her måde at udføre 

geometriske konstruktioner på kann således være farlig men heldigvis var trafikken ikke ret tæt på det 

tidspunkt hvor jeg trissede omkring med med næsen begravet i displayet til min GPS. 

Det er altså ikke helt let at navigere præcist med GPS-kompasset men jeg vil lige prøve en gang til, nu 

med en regulær pentagon for at tage den gyldne middelvej mellem trekanten og pentagrammet. 

 

Fig. 11 En lidt mere ydmyg opgave: At "gå" en regulær pentagon. 

Det viser sig at blive en regulær katastrofe 

 

Fig. 12 Irregulært pentagonspor i landskabet 
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Det er vist på høje tid at vende tilbage til studerekammeret og reflektere over de foreløbige erfaringer 

helt i ånden fra Kolbs læringscirkel: 

 

Fig. 13 Kolb's læringscirkel [5] 

 

Kort sagt: Jeg gør mig nogle konkrete erfaringer. I dette tilfælde de geometriske figurer i landskabet 

overført til Google Earth. Mine overvejlser fortæller mig at det ikke blev som tilsigtet. Jeg må 

analysere erfaringerne med henblik på justeringer og så ud at prøve igen. 

 

Billedet fra Fig. 12 sættes ind i GeoGebra med henblik på et nærmere eftersyn: 

 

Fig. 14 Sporet fra Fig. 13 indsat i GeoGebra med henblik på nærmere undersøgelse 

Jeg kan se at de første fire sider er næsten lige lange. Ude i marken var det tanken at de skulle være 

100 meter. Da jeg fra det fjerde punkt navigerer tilbage til mit begyndelseswaypoint ender det med at 

den femte side bliver alt for kort. Teoretisk set skulle alle indre vinkler være 108°. Jeg måler efter med 

GeoGebras vinkelmåleværktøj. Den første vinkel i øverste højre hjørne er 102°. Det er ikke godt men 

det er nede ved den næste vinkel at det er gået rigtig galt - den er kun 89°. Det kan f.eks. skyldes en 

hovedregningsfejl undervejs eller en meget usikker kompasnål. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Hvad kan jeg gøre for at få det til at fungere bedre? Det ser ud til at det er alt for unøjagtigt at forsøge 

at pejle sig frem efter en kompasretning er alt for unøjagtigt til det her formål, men GPS-en har en 

funktion der hedder "Projicer Waypoint": Man kan indtaste en fast kompasretning og en fast distance 

og få afsat et waypoint på den ønskede position. Så kan man navigere frem til dette punkt og taste det 

næste ind idet man ændrere kompasretning i overensstemmelse med Fig. 11 hvis der er en regulær 

pentagon der skal "gås". 

Resultatet ses i Fig 14a. På billedet til højre sammenlignes pentagonen med en ideel (gul) pentagon 

tegnet med GeoGebra. Bortset fra en mindre afvigelse opstået på turen langs den første side AB ser det 

rimeligt ud. Faktisk lærte jeg af turen fra A til B at det ikke er nok at sigte mod endepunktet B for at få 

et godt resultat. Undervejs skal man holde øje med sporet der tegnes på GPS-skærmen så det er muligt 

at korrigere så snart der begynder at blive registreret afvigelser. 

  
Fig. 15 Pentagonspor efter tur hvor "Projicer Waypoint" er brugt.  

Gul regulær kontrolpentagon konstrueret i GeoGebra 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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2 UTM koordinater 

Hvis man ønsker at beherske alle detaljer er det en ret kompliceret sag at beskrive punkter på jordens 

overflade ved hjælp af koordinater. De fleste har hørt om bredde- og længdegrader. Der er i dag en 

voksende interesse for at bruge GPS-navigation f.eks. i trafikken, ved forskellige former for 

friluftssport, fotografering, geochasing mm. Det kan gradvis resultere at flere og flere kommer til at 

vide noget om koordinater. Måske er det også et relevant emne i matematikundervisningen. 

 

 
Fig. 16. I MapSource kann man vælge mellem en mængde forskellige koordinatsystemer. Det der er 

relevant i denne artikel er Bredde/længde og UTM. 

 

 

Fig. 17 I indstillingerne for Google Earth kan man ligeledes vælge  

mellem de relevante koordinatvisninger. 
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En vigtig ting ved det såkaldte UTM-koordinatsystem er at det lokalt set er retvinklede koordinater. 

Detaljerne omkring definitionen af disse koordinater gennemgås ikke her da det er ganske kompliceret 

sag og den praktiske brug helt ville blive overskygget af et forsøg på at beskrive hele teorien. Se evt. i 

[9] hvis du vil vide mere om det. 

Den største del af Danmark dækkes ind af UTM zone nr. 32 V. Den afgrænsesi øst-vestlig retning af 

6 og 12 længdegraderne og dens midterlinje udgøres af 9 længdegraden. Nordlige UTM-

koordinater bestemmes som afstanden fra ækvator mål i meter og den østlige koordinat er den med 

fortegn regnede afstand fra centerlinjen (i meter) hvortil der er lagt 500000 for at undgå negative 

koordinattal. Kortet på Fig. 18 viser en del af zone 32 V og jeg har tegnet et 100 km kvadratnet der 

dækker Danmark ved at markere waypoints med UTM-koordinatsæt O(400000,6000000), 

A1(500000,6000000),...., D4(800000,6400000). Som du kan se på kortet afviger kvadratnettet mere og 

mere fra UTM-nettet jo længere du kommer fra centerlinjen. I den østlige del af Danmark skifter man 

til zone 33 V der har centerlinje på 15 længdegraden. 

 

Fig. 18 Del af UTM zone 32 V som øst-vestgående er afgrænset af 6 og 12 længdegraderne og den 

har centerlinje ved 9. Nord-sydgående afgrænses den af 80 sydlig bredde og 84 nordlig bredde 

(hvoraf ingen kann ses på billedet)  Desuden er indtegnet et 100 km - kvadratnet der dækker Danmark.  

Se teksten over billedet med henblik på konstruktionsdetaljer. 
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Fig. 19 Det samme som på Fig. 18 men her er Google Eart sat i bredde/længde tilstand,  

hvorved det hvide net fremkommer. Man ser hvordan kvadratnettet og længde-breddenettet kun passer 

nogenlunde sammen på mindre udsnit af jordens overflade. Det gør det til en kompliceret sag at regne 

frem og tilbage mellem forskellige koordinatsystemer. 

3 Konstruktion af en regulær pentagonrute vha. UTM koordinater 

Jeg ønsker at planlægge en rute formet som en regulær pentagon. En rute konstrueres ved hjælp af en 

passende antal waypoints som man følgelig kan sætte GPS-en til at navigere efter. En rute kan lave i 

MapSource ved at tegne den lige som når man tegner en stykkevis lineær kurve i GeoGebra men hvis 

man vil have stor kontrol over præcisionen er det bedre at indtaste koordinater til waypoints og når der 

benyttes UTM-koordinater kan det gøres med GeoGebra som værktøj. 

Som udgangspunkt vælger jeg A fra Fig. 12. Jeg bruger GeoGebra til beregning af de øvrige 

koordinater men det er blot en mulighed blandt mange. Jeg kunne f.eks. også bruge papir, blyant, 

regnemaskine og trigonometriske sætninger eller jeg kunne taste formler ind i et regneark. 

Jeg gør heller ikke brug af GeoGebras tegneplan fordi der er tale om meget store koordinater og det 

kan være ret besværligt af finde en passende visning selv om det er blevet bedre i senere versioner af 

programmet. Det der virkelig interesserer mig her foregår i algebravinduet. 

Medens man øver sig i at få det her til at virke kan det dog være en fordel at lave nogle små 

konstruktioner med pæne og ikke ret store koordinattal som på Fig. 20. 
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Fig. 20 For at forstå det næste kan det være en fordel først at gennemføre konstruktioner med små 

pæne tal.. 

 

 
Først indtaster jeg koordinatsættet til punktet A. 

 

Derpå lægger jeg 100 m til første koordinaten (øst-

koordinaten) for at komme frem til punkt B 100 meter øst 

for A 

 

Så står der sådan her i algebravinduet. 

 

Jeg bruger den indbyggede polygonkommando til at lave en 

regulær femkant ud fra A og B. Bemærk rækkefølgen af 

punkterne. Det sikrer at AB bliver den nordlige side af 

pentagonen. 
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Nu ser der sådan ud i algebravinduet, men det er ikke ret 

informativt at vide at alle fem sider er 100 og hvad arealet 

er. Jeg har brug for at kende vinkelspidsernes koordinater. 

 

Ved at højreklikke på poly1 og få vist egenskaber for dette 

objekt finder jeg navnene på vinkelspidserne. 

 

Jeg taster navnene for vinkelspidserne ind mellem {} for at 

lave en liste og billedet på Fig. 22 fremkommer. 

Fig. 21 Beregning af retvinklede koordinater til pentagonen ved hjælp af GeoGebra 

 

 

Fig. 22 Koordinaterne aflæses i den grønne list1 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Man kan sætte sin GPS til UTM koordinatvisning og taste koordinatsæt direkte ind men man skal ikke 

lave en rute med ret mange waypoints før det bliver besværligt. Det er lettere af bruge MapSource som 

vist på Fig. 23. 

 

 

Fig. 23 I MapSource menuen kan man give sit punkt et navn og indsætte koordinaterne der er aflæst 

på listen fra Fig. 22 

 

 

Fig. 24 A dukker nu op som waypoint på MapSourcekortet 

 

 

Fig. 25 Og visning i Google Earth placerer A på luftfotoet. (Forstør billedet). 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Når de fire resterende hjørners koordinater er tastet ind kan man konstruere en rute ved hjælp af et 

eller andet menupunkt i MapSource: 

 

Fig. 26 Man kan lave en "rute" du fra de indtastede "waypoints" 

 

 

Fig. 27 Her er ruten set i MapSource kortvinduet 
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Fig. 28 Uploadet til Google Earth ser det sådan ud 

Pentagonen på Fig. 28 er konstrueret udelukkende som computergrafik og hvis man forventer at kunne 

"gå" en så pæn figur i landskabet bliver man slemt skuffet. Man får stiftet bekendtskab med 

unøjagtigheder og deres mulige kilder. Selv om den beregnede GPS-afvigelse kan komme ned til få 

meter under idelle forhold så kan der forekomme meget større unøjagtigheder som følge af f.eks. 

dårlig satellitdækning på grund af dårligt vejr, træer eller bygninger der står i vejen osv. På Fig. 29 ser 

man to meget forskellige sporinger (to forskellige dage men med samme GPS) af den samme rute i 

Wien. 

  

Fig. 29 Som illustration af usikkerhed ved GPS-lokalisering ses her hvordan samme løberute langs 

Donaukanalen i Wien på to forskellige dage, 28. og 29. april 2011 blev registreret meget forskelligt af 

min håndholdte GPS-modtager. 
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Fig. 30 Regulær pentagon og pentagram frembragt ved at følge indtastede ruter.  
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4 Fra parameterfremstillinger til ruter i landskabet 

I dette afsnit går jeg planken ud og overfører en kurve givet ved en parameterfremstilling til en rute i 

landskabet. Eksemplet jeg bruger er en "blomsterrute". 

 

Fig. 31 Jeg besluttede mig for at "gå" denne blomsterrute 

Koordinaterne til kurven på Fig. 31 er beregnet ud fra en parameterfremstilling i et Excel- regneark. 

 

Fig. 32 Skærmbillede fra Excel i forbindelse med beregninger og grafik til blomsten 

Formlerne til blomsten indskrives i cellerne B2 og C2 og kopieres nedad. Læg omhyggeligt mærke til 

brugen af absolutte (markeret med $) og relative cellereferencer. Formlerne ses i rammen herunder: 

x-koordinater: =$E$2*ABS(SIN($F$2*RADIANER(A2)))*COS($F$4*RADIANER(A2))+$G$2 

y-koordinater: =$E$2*ABS(SIN($F$2*RADIANER(A2)))*SIN($F$4*RADIANER(A2))+$H$2 

Her kommer en kort forklaring til regnearkets opbygning: 

Kolonne A: Koordinater beregnes fra 0 og opad indtil tilstrækkelig mange punkter er beregnet 

Kolonne B: x-koordinaterne til kurven 

Kolonne C: y-koordinaterne til kurven 

Kolonne D: Spring i grader i kolonne A (muliggør hurtig ændring i tæthed af støttepunkter) 

Kolonne E: Radius i blomstens omskrevne cirkel 
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Kolonne F: n = antal kronblade, k skaleringsfaktor til graderne fra kolonne A 

Kolonner G og H: UTM koordinater for blomstens centrum 

Næste trin er at få koordinaterne fra Kolonne B og C ind i GPS-modtageren som koordinater for 

waypoints. Men det er en voldsom opgave hvis man vil gøre det direkte ved manuel indtastning. Det 

ville være rart hvis man kunne kopiere data direkte fra Excel til MapSource, men det kan man ikke.  

Der er rigtig mange forskellige filtyper og standarder i omløb. Det er faktisk det rene Babelstårn (se i 

din Bibel hvis du har glemt historien om Babelstårnet). Det er nok ikke tilfældigt af søgen på Google 

efter en løsning på problemet fører til et freewareprogram med navnet GPS Babel [10]. Med det 

program kan man foretage en stort udvalg af filkonverteringer mm. Desværre lykkedes det mig ikke at 

finde en mulighed for direkte omsættelse af min Excelfils UTM-KOORDINATER til MapSource. Jeg 

måtte ud på en ekstra omvej. 

For det første måtte jeg omregne UTM koordinaterne til bredde/længde format. Det undrer mig at 

GPSBabel ikke skulle kunne omsætte UTM koordinater direkte og jeg vil ikke udelukke at det bare er 

mig der ikke endnu har fundet frem til den rette kommando. 

På nettet var der masser af gratis programmer der kunne omregne et punkt ad gangen. Større 

programmer der kunne klare det hele i et hug kostede penge. Men kilde [6] henviste til et regneark der 

kunne klare det. Jeg skulle blot kopiere mine koordinatkolonner ind passende steder og så ville jeg 

kunne hente resultaterne i to andre kolonner. Desuden skulle beregningsformlerne kopieres nedad så 

det passede med mine data. 

Inden jeg besluttede mig for at stole på regneararket testede jeg det på nogle punkter hvor jeg havde 

resultatet andet steds fra. Da de alle blev beregnet rigtigt valgte jeg at køre på. En anden god gang vil 

det være en oplagt udfordring af "pille" regnearket fra hinanden og sætte sig ind i formlerne. Så kunne 

man ad den vej få lært noget om matematikken bag koordinatomregning. Men - det må vente. Vi skal 

have nogle waypoints beregnet nu. 

 

Fig. 33 Skærmbillede fra Excel regneark beregnet til af omforme UTM koordinater til bredde/længde 

koordinater. Se [6]. Forstør for at se detaljer. 

Nu kopieres coordinaterne fra kolonnerne AB og AC over i en tekstfil. Decimalkommaerne erstattes 

(Søg og Erstat) med decimalpunktummer (international standard) og indsæt komma mellem 

koordinaterne (Søg og Erstat) ender med at omsætte filen til et format GPS Babel vil "spise". 
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Fig. 34 Kommasepareret tekstfil klar til at behandle med GPS Babel 

The GPS Babel transformation to a MapSource file can now take place 

 

Fig. 35.Skærmbillede fra GPS Babel. Translation successful. YES!  

Næste trin er at åbne den resulterende MapSource-fil i MapSource for at se resultatet der. Fig. 36 viser 

at projektet er på rette spor. Blomsten er nu markeret af waypoints i nogetet GPS-software. 

 

Fig. 36 Skærmbillede fra MapSource viser stedsmarkørerne placeret efter koordinaterne frembragt 

med Excel 
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Fig. 37 Og her er ruten konstrueret du fra stedsmarkørerne Fig. 36 

 

Fig. 38 Blomsterruten overført til Google Earth 

 

Fig. 39 Set fra større højde viser det sig at blomsterruten konkurrerer visuelt med 

kløverbladsudfletning Århus Vest. 

Jeg prøver lige at tegne blomsten ind sammen med pentagonen fra tidligere (afsnit 3) - se Fig. 40. Den 

tanker lige for at da vil se pænere ud hvis kronbladenes toppunkter falder sammen med pentagonens 

vinkelspidser. 
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Fig. 40 Pentagonen fra afsnit 3 og blomsten i samme Google Earth billede. 

En af fiduserne ved at arbejde med dynamiske programmer som bl.a. Excel er et det også kun kræver 

ændring af en parameter eller to i Excel-regnearket for at justere blomsten så det kommer til at se ud 

som på Fig. 41. Men det kræver selvfølgelig at man selv er lidt dynamisk i hovedet således at man kan 

finde på at gøre det og gide det. Programmerne alene gør det ikke. 

 

 

Fig. 41 Kronbladenes topunkter falder nu sammen med pentagonens hjørner. 

Nu er det på tide at komme ud i marken afprøve det hele med noget praktisk GPS-navigation. Derfor 

overfører jeg blomsterruten til min GPS-modtager ved hjælp af MapSource. Det resulterende spor 

efter min tur ses (magenta) på Fig. 42 inklusive en sammenligning med den ideelle (beregnede) bloms 

(gul). 
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Fig. 42 F Til venstre ses sporet efter en vandretur ad blomsterruten. Til højre sammenlignes den 

faktiske sporing (magenta) med den idelle rute (gul) som computerene tegner du fra formlerne. 
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DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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